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METQODO PARA TRAZAR CURVAS DE TRES FQCOS

ECPAS
Espacios de Control Puntual de Accién
Simultanea

RESUMEN

SE DEFINEN LOS ESPACIOS DE CONTROL PUNTUAL DE ACCION SIMULTANEA (ECPAS), LAS ESPECIES
DE LOS MISMOS Y SUS GRADOS DE LIBERTAD.

SE DEMUESTRA QUE TODOS ELLOS RESPONDEN A UNA MISMA ECUACION PARAMETRICA

SE ESTUDIA EN FARTICULAR EL TRIFQCQ Y SE DETERMINAN LAS SECCIONES DEL TRIFOCOIDE.

SE DETERMINA EL ESPACIO TOPOLOGICO DONDE SE ENCUENTRAN LOS PUNTOS QUE ESTAN A ME-
NOR DISTANGIA DE TRES PUNTOS CUALESQUIERA.

SE DEMUESTRA QUE TODA CURVA ECPAS DE FOCOS COPLANARES TIENE UN NUMERO CUALQUIE-
RA DE FOCOS ESPACIALES SIEMPRE QUE ESTE SEA UN MULTIPLO DEL NUMEROQ DE FOCOS EN SU PLA-
NO Y EN PARTICULAR QUE LOS FOCQS ESPACIALES DE LA ELIPSE SE ENCUENTRAN SOBRE SU HIPER-
BOLA CON|UGADA QUE YACE EN EL PLANO PERPENDICULAR AL DE LA ELIPSE EN SU EJE MAYOR.

ABSTRACT
THE SIMULTANEOUS ACTION PUNCTUAL CONTROL SPACES, ITS SPECIES AND ITS DEGREES OF FREEDOM ARE
DEFINED.

IT 1S PROVED THAT ALL OF THEM FOLLOW THE SAME PARAMETRIC EQUATION.

A PARTICULAR STUDY OF TRIFOCUS IS MADE AND THE SECTIONS OF THE TRIFOCOIDE ARE ESTABLISHED

THE TOPOLOGICAL SPACE WHERE ARE THE POINTS THAT ARE AT THE MINIMAL DISTANCE TG OTHER ANY THREE
POINTS OF THE PLANE 1S FOUNDED.

fr 18 PROVED THAT ANY ECPAS CURVE WITH COPLANAR FOCUS HAS ANY NUMBER OF SPATIAL FOCUS if THIS
NUMBER S A MULTIPLE OF THE NUMBER OF FOCUS IN TS PLANE AND IN PARTICULAR THAT THE SPATIAL ELLIPSE

FOCUS ARE ON HIS CONJUGATED HYPERBOLA

Ur\ espacio de control puntual de accidn simultdnea ECTAS es el lugar de los puntos cu-
yas distancias a un cierto numero de punto dados, llamados focos, suman un valor
constante. Son las curvas (cuerpos) que continlan la serie iniciada por la circunferencia (es-
fera) v la elipse {elipsoide) al aumentar el nimeroe de focos.

Este trabajo tiene una singularidad, debid haber sido concebido hace mas de 2000 afios.

En fa naturaleza, en el mundo real, solo existen tres ndmeros ¢l cero, el une ¥ un ndme-
ro N tal gue 1 < N < o0,y esto es asf porgue todas las cosas se presentan en una de esas
tres cantidades, inexistentes, Unicas o formando parte de un grupo numerose, Un grano de
arena o un ser humano son Unicos pero al mismo tiempo existen billones de granos de are-
na y miles de miliones de seres humanos. Esta coexistencia de la individualidad y la diversi-
dad es la base de la evolucion y por lo tanto
es gracias a ella que somos 1o que somos,

@

Debido a esa inexistencia del ndmero dos
la serie de los nimeros naturales |, 2, 3,.. es
& tant - k; la base de todo razonamiento idgico y estd
QitOarQgpriBo » O lan g= profundamente insertada en el inconsciente:,
345, 08 ¢ dobz {REF rientras algo no existe © es Gnico ne produ-
ce concepciones mentales pero apenas ve-
mos zl segundo espécimen inmediatamente
A concebimos al tercero y a todos los demds.
y \F’unto de curva El primerc de los ECPAS, la circunferencia
{monofoco), fue concebida hace mas de
4000 afios con la invencién de la rueda, el se-
gundo, la efipse (bifoco), en Grecia hace 2300
afios, el trifoco debid haber sido cencebido y
estudiado inmediatamente después. ; Porgué
pasaron mas de 2000 afics sin que fuera es-
tudiade?. No tenemces la respuesta a esa pre-
gunita, pero como consecuencia de este atra-
50 en su estudio, los trabajos que dieron ori-
gen z esta presentacicn no tienen antece-



dentes y uno de ellos tiene fa particulandad de ser un trabajo matematico publicable y que
solo utiliza como herramientas el digebra elemental que estaba al alcance de los griegos ha-
ce veinte siglos.

Bl arquitecto Stagnaro diseRd un método para dibujar ECPAS de grado superior v esto
posibilitd al ingeniero Archenti encarar su estudio matematico. (Fig 1)

Todos los ECPAS curvas v cuerpos se generan a partir del primers come la serie de nud-
meros naturales el bifoco se genera por la interseccidn de dos monefocos cuyos radios su-
men una constante ky ef trifoco por la interseccidn de un monofoco de radio R y un bi-
faco de constante K = k - R, par eso tedos los ECPAS responden a la misma ecuacidn pa-
ramétrica Definamos la ubicacidn de los primeros N =2 focos por medio de las coorde-
nadas (Ai, wi, 11) para 1 =1 N-2, eligiendo el sistema de coordenadas de tal manera que
los ditimos dos focos se ubiquen sobre el eje x y tengan al eje y como eje de simetrfa o
sea que sus coordenadas serdn (-¢, 0, M v (¢, 0, 0, si larmamos k a ia constante suma de
las distancias desde un punto a los N focos, la ecuacicn se escribe

Y2+Z2 = (u2-1) (2 u2 - X2) / 2
Donde

u=(k-ti)/2>1
pi=(x-AlYP+(y-w@i P+(z-7i)
i=1,N-2

Si queremos estudiar [as curvas debernos hacer Z igual a cero en la ecuadidn y si quere-
mos estudiar las curvas © cusrpos generados por focos coplanares debemos anular las i,

El moncfoco y el bifoco, primeros elementos de este espacio, presentan singularidades;
para ambos U es constante, en el caso del bifoco es igual a la inversa de la excentricidad y
en el del monofoco es e siendo ¢ = 0y el producte ¢ * u = R. Aparentemente a partir del
tetrafoco deberfamos separar fa serie en dos ramas la de las curvas generadas por focos en
un plane v la de las curvas espaciales, sin embargo la separacion se produce a partir del tri-
foco va que demostraremos la existencia de trifocos generados por facos fuera de su pla-
no que No pueden generarse por ningdn conjunto de focos en su planc. Asf [a serie comien-
za con el monofoco luego le sigue el bifoco, ambos siempre pueden ser generados por fo-
cos en su plano, y luego se abre en dos ramas la de las curvas generadas por focos copla-
nares y la de las curvas espaciales, Paralelamente pademos disponer un diagrama similar con
los cuerpos generados por estas curvas y también encontramos una singularidad en los dos
primercs dado que ambos son siempre cuerpos de revolucidn lo que para los siguientes
sole ocurre en casos particulares.

Si analizamos estos espacios de acuerdo a su especie, o sea al ndmero de pardmetros ne-
cesarios para su definicidn, vemos que el monofoco (monofocoide) es monoparamétrico
(R} ¢ bifoco (bifocoide) es biparamétrico (k, e}, el trifoco (trifocoide) es tetraparamétrico
ik, ¢, A, ), y continda aumentando el nimero de pardmetros de a dos o tres segdn que
los focos que se agregan sean coplanares o espaciales. E nlmero de pardmetros menos |
es el nimero de grados de libertad del espacio, asi el monofoco (monofocoide} tene ce-
ro grados de libertad ya que uno de ellos representa a todos los posibles en una cierta es-
cala, el bifoco (bifocoide} tiene un grade de libertad ya que todos pueden ser representa-
dos por las excentricidades de 0 a 1.

Otra singularidad entre los dos primeros espacios v los siguientes es que en caso de es-
103 los focos son siempre interiores a los espacios o bien coinciden con ellos en casos ex-
tremos (R=0) o e=1), pero a partir del trifoco los focos pueden ser interiores o exteriores
a los espacios gue generan,

Dediguémaonos a analizar el trifoco para luego extrapolar conclusiones generales a todas
los demds,

El menor valor de k que puede asignarse a un trifoco es el generado por el punto que
se encuentra a la menor distancia de los tres focos v en ese caso el trifoco es precisamen-
te ese punte, luego al ir aumentande k desde ese minime el trifoce comienza a aumentar
de tamafic sin desviarse mucho de la forma circular mientras su radio medio se mantenga
pequefio respecto a las distancias entre focos, alcanzado cierto valor de k el trifoco serd
tangente al gje x, para luego incorporar al foco 3 al pasar por (-¢, 0 ), este trifoco v el que
contiene al foco 2 (-¢, 1) son los que mas difieren en su forma de ura circunferencia ya que
presentan las mayores variaciones de radio de curvaturz. (Fig 2)



TRIFCCO

Entre e punto en que el trifoco se hace
tangente al gje x y aquel en que el trifoco pa-
sa por el foco 2, el punto en que el trifoco

/‘/-'/ P T ‘”‘*x‘\ corta al eje x corresponde a un valor de u =
o RN | para todos los otros trifocos, {aguellos que
‘ \.\K\ no cortan al eje x o bien tienen a los focos

. N

2 y 3 en su interior) el u minime es mayor
aue 1y se encuentra en las cercanias del fo-
co 2 para y < 0. Cuando k aumenta lo sufi-

ciente como para que el didmetro promadio
sea mucho mayor gque la distancia entre fo-
cos su forma vuelve a diferir poco de la cir-
cular: El trifoco que mas difiere de un circulo
es el que tiene sus tres focos dispuestos se-
aun los vértices de un tridngulo equilitero y
cuyo valor de k es tal que pasa por sus tres
focos,

La necesidad de determinar el punto en el
cual nace un trifoco (kmin) nos leve a estu-
diar i espacio topoldgico determinado por
los puntos gue estdn a la menor distancia de

‘ 7 tres puntos cualesquiera.Y si bien este pro-
Punio de anulacidn o punto 0 EV blema en principio parece indeterminado, ya
ue teniendo un punto en {-¢, 0}, otro en [c,
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0) y el tercero en una posicicn cualguiera (A,
®) v debiendo hallar una relacién entre las coordenadas (%, y) del punto que estd a la me-
nor distzncia de esos tres, sole disponemos de dos condiciones, (las derivadas de la suma
de distancias respecto de x y de y igualadas a cero) para elminar los dos parametros Ay
@ y para establecer una relacién entre x e y sin embargo los dos pardmetros se eliminan
con una sola condicidn v el espacio que define los puntos que estan a la mener distancia
estd delimitado por el sector de circulo que pasa par (-c, 0), (e, 0) v (0, eI )y estal que
si el tercer punto (A, @) es interior a €l el punto buscado coincide con él v sl es exterior
esta sobre el arco de circulo mis cerca de (0, cAV3) cuanto mds se acerca @ a ee.

Para poder calcular las coordenadias de los puntos de un trifoco debemos reescribir su
ecuacién reemplazando y por su expresidn en X, 1 obteniendo una ecuacion de cuarto or-
den en x donde los coeficientes son funciones de u.

Para un valor apropiado de u esta ecuacicn tendrd dos raices reales de x que reempla-
zadas en la expresion de y en funcién de x, u nos daran dos puntes del trifoco. Los valo-
res aproplados de u son aquellos que se encuentran entre U MINIMo y U Maxima, ¢ sea p
(distancia del punto del trifoco al foco 1) entre p mdximo y p minimo, si bien la ecuacién
gue determina los valores de u extremo en funcidn de los pardmetros estd determinada

Ay -3 +QCA-X) @Oy - @7 +(x-A)xA -¢2- )y - @) - ox(x - AR =0

(los pares de valores X e y que satisfacen
esta cUbica son las coordenadas de los pun-
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Figura 3

tos donde u es extremno para los diferentes
valores de k) el procedimiento mds simple
es comenzar dandole a u el valor 1 y aumen-
tarlo hasta que aparezcan raices reales de la
ecuacion de cuarto orden en x,ese serd el o

- AMETERTE

. o minima (las dos raices reales de x son coin-
L prx e bt v A i g L . , .
Wt or moa oo 7 ,D{ < ge  cidentes),y luego continuar hasta que fas rai-

ces vuelvan a ser todas imaginarias lo que
determinard el u mdximo (nuevamente se
ohtendrén raices reales coincidentes); este
procedimiento permite calcular todos los
puntos del trifoco.

Lz relacion entre los N-focos y los cuer-
pos generados por ellos estd dada por sus
focos espaciales.
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Todo ECPAS ademds de los focos en su plano tiene infinitos focos espaciales. Bf mono-
foco liene como focos espadiales todos los puntos de la recta que pasande por su certro
es perpendicular a su plano, y el bifoco todos los pares de puntos que pertenezcan a cada
rama de su hipérbola conjugada, o sea aquella que tiene su semieje real igual a la distancia
focal de la elipse v su distancia focal igual al semieje mayor de la elipse v vace en el planc
perpendicular af de la elipse que pasa por su &je mayor,

[ 2 2
Elipse Lol y -1
a2 (a'*’- -c2)
Hipérbola X3 + y2 - (Fig 4)
c? (C'Z ~a?)

Esta relacion entre la elipse v su hipérbola conjugada permite, dada una elipse hallar to-
dos |os elipsoides de las cuales ella puede ser una seccién v dado un elipsoide hallar todas
la elipses que puedan ser seccidn de él

Dadc que podemos considerar a cualquier trifoco como la seccién entre un trifocoide v
yn plano paralelo a su trifoco generatriz podemos conduir que tode trifoco generade por
tres focos en su piano tiene tres focos en cualquier plano paralelo al suyo, y si bien las ecua-
ciones de las seudohipérbolas que contienen a los focos espaciales del trifoco no han sido
resueltas, puede dernostrarse que, a diferencia del caso de la elipse en que pueden elegir-
se dos puntos cualesquiera con tal de que pertenezcan a ramas distintas de la hipérbola, los
focos espaciales del trifeco deben estar siempre en un plano paraielo al suyo.

Ei dnico caso resuelto es el del trifocoide generado por un trifoco cuyos focos forman
un tridngulo equilitero (trifoce biparamétrico A =0, m = V3¢ ) en el cual los focos de las
secciones paralelas al trifoco generatnz se encuentran sobre las aristas de la pirdmide que
tiene como base al tridngulo equildtero v como vértice el del
trifocoide cuya altura es

Figura 4

ELIPSE COMUN A CUATRO ELIP30QIDES DE ROTACION

Zmax = (k2= 126209

Se puede concdluir que tado N-foco generado por N focos
coplanares tendrd N focos espaciales en cada plano paralelo a
su planc y también que todo N-focoide, para disposiciones
particulares de sus focos, puede tener como secciones m-fo-
cos siempre que N sea divisible por m.

Asi 2l trifocoide siempre tiene como secciones trifocos, y
monofocos solo en el caso en que sus tres focos se encuen-
tren alineades, si las secciones se producen con planos parale-
les a su plano generatriz producirdn trifocos planos con focos
en su plano y si se producen con plancs no parafelos a su pla-
no generatriz producirdn trifocos espaciales generados por fo-
cos fuera de su plano (los del trifocoide) ¥ no tendrén focos en
su plano,

Un hexafocoide puede producir como secciones manofo-
cos (focos alineados), bifocos (tres focos sobre cada rama de
la hipérbala conjugada) v trifocos {tres focos en dos planos pa-
ralelos y sobre las pseudohipérbolas correspondientes).
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